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Resumo

Neste trabalho analisamos o modelo de Chui-Weeks (CW), um sistema
unidimensional (1D) com interagdes de curto alcance conhecido por apre-
sentar uma transicao de fase entre estados de superficies lisas e rugosas.
Nosso principal objetivo foi estudar cuidadosamente a nao existéncia da
funcao de particao desse modelo, inclusive em sistemas com volume finito.
Demonstramos que a funcao de partigao original diverge devido & auséncia
de um limite superior para a altura minima das configuracoes, o que torna
necessario empregar métodos especificos de regularizagao.

Para resolver essa divergéncia, investigamos duas estratégias complemen-
tares. Primeiramente, introduzimos um cut-off na altura maxima permitida
para as configuragoes, possibilitando uma analise numérica detalhada do
comportamento da funcao de particao. Em seguida, adotamos uma aborda-
gem analitica por meio da expansao em polimeros, introduzindo uma correcao
na hamiltoniana que assegurou condi¢oes matematicamente rigorosas para a
convergéncia absoluta da série.

Essas técnicas mostraram-se eficazes em controlar as divergéncias e es-
clareceram as condigoes necessérias para a regularizacao do modelo CW. Os
resultados obtidos enfatizam a importancia de tratar adequadamente singula-
ridades mateméticas em sistemas fisicos, contribuindo para uma compreensao
mais profunda das estruturas criticas e dos limites impostos pelos teoremas
classicos da mecanica estatistica.

Palavras-chave: Transicao de fase, modelo Chui-Weeks, limite termo-

dinamico.






Abstract

In this work, we analyzed the Chui-Weeks (CW) model, a one-dimensional
(1D) system with short-range interactions known for exhibiting a phase
transition between smooth and rough surface states. Our primary goal was to
carefully investigate the non-existence of the partition function of this model,
even for finite volumes. We demonstrated that the original partition function
diverges due to the absence of an intrinsic upper bound on the minimal height
of configurations, thus requiring regularization methods.

To address this divergence, we examined two complementary strategies.
Firstly, we introduced a height cut-off, enabling detailed numerical analysis
of the partition function behavior. Secondly, we implemented an analyti-
cal approach through a polymer expansion, incorporating a correction in
the Hamiltonian to ensure mathematically rigorous conditions for absolute
convergence.

Our results highlight the effectiveness of these techniques in controlling
divergences and clarifying the necessary conditions for regularizing the parti-
tion function. These findings emphasize the importance of carefully handling
mathematical singularities in physical systems and deepen our understanding
of critical structures and the limitations of classical statistical mechanics
theorems.

Keywords: Phase transition, Chui-Weeks Model, thermodynamic limit.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas unidimensionais (1D) constituem uma das areas da Fisica-Matematica
mais acessiveis a tratamentos analiticos e por oferecerem insights sobre feno-
menos fisicos reais [1]. Apesar da crescente capacidade computacional para
abordar problemas multidimensionais, modelos 1D continuam gerando im-
portantes descobertas fisicas [2].

Neste trabalho analisamos um exemplo que desafia a impossibilidade de
transigoes de fase em sistemas unidimensionais (1D) com interagoes de curto
alcance. Embora amplamente aceita, essa afirmacao nao possui uma prova
geral, sendo inclusive refutada por vérios contra-exemplos conhecidos [3]. Em
particular, examinaremos detalhadamente o modelo de Chui-Weeks [4].

O modelo de Chui-Weeks descreve o modelo descreve o estado de equi-
librio de uma superficie criada por deposicao de material em um substrato
[4]. Classificado como um modelo do tipo Solido-sobre-solido, ele constitui
um dos raros exemplos de sistemas unidimensionais (1D) com interagoes de
curto alcance que exibem transicao de fase entre superficies lisas e rugosas
[3]. Na ciéncia dos materiais, especialmente na fabricagao de semicondutores,
superficies lisas sao cruciais para garantir a uniformidade e a qualidade dos
dispositivos produzidos. Superficies irregulares podem gerar defeitos que

comprometem significativamente o desempenho desses dispositivos [5].

O fato de o modelo Chui-Weeks apresentar uma transicao de fase em 1D
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desafia conceitos classicos da mecéanica estatistica. De acordo com o teorema
de van Hove [6] e o argumento de Landau [7], a energia livre de sistemas
unidimensionais com um namero finito de estados locais e interac¢oes de curto
alcance é sempre analitica, impossibilitando, em principio, transigoes de fase.
Além disso, o teorema de Mermin-Wagner [8] afirma que ndo ha quebra
espontanea de simetria continua em sistemas de uma ou duas dimensoes com
interacoes de curto alcance. Embora esse teorema nao se aplique diretamente
a todas as simetrias ou potenciais, ele destaca que as intensas flutuagoes
térmicas em baixas dimensoes frequentemente impedem a formacgao de fases
ordenadas.

Apesar do destaque dado neste trabalho ao modelo de Chu-Weeks, exis-
tem outros modelos que também exibem transicoes de fase em 1D sob certas
condigoes especiais. Um exemplo é o modelo de Ising com interagoes de
longo alcance (modelo de Dyson) [9]. Enquanto o modelo de Ising 1D com
interagoes de curto alcance nao possui transicao de fase, interagoes decres-
centes segundo uma lei de poténcia lenta permitem a quebra espontanea de
simetria e a ocorréncia de uma transicao de fase. Outro exemplo notével sao
os modelos de wetting estudados por Burkhardt [10], nos quais a competigao
entre a energia de interagao com o substrato e as flutuacoes térmicas leva a
uma transi¢ao critica mesmo em sistemas 1D.

Esses exemplos revelam que ajustes especificos no espago de estados ou
no alcance das interagoes podem permitir transi¢coes de fase em sistemas uni-
dimensionais, ampliando nossa compreensao dos mecanismos de ordenagao e
desafiando os limites estabelecidos pelos teoremas classicos.

A hamiltoniana do modelo Chui-Weeks (CW) é dada por

H(h) - Z J|hz - hi—l—l‘ - K(Shi’o, (11)

onde h; € Z representa a altura do sitio ¢-ésimo sitio. O primeiro termo J > 0
denota a intensidade da energia de interacao entre os sitios vizinhos e pode

ser entendido como a tensao superficial da superficie. No segundo termo,



K > 0 mede a energia de ligagao com o substrato, contribuindo apenas
quando h; = 0 dada pela funcao delta de Kronecker. Na figura 1.1, temos
um exemplo de uma possivel configuracao do modelo CW, destacando como

cada sitio ¢ (com uma altura h;) interage com seus primeiros vizinhos.

hi+1

i-1 i i+1

Figura 1.1: Possivel configuracao de superficie do modelo Chui-Weeks.

Analisando a hamiltoniana, percebe-se que a energia do sistema nao
depende da altura absoluta de cada sitio, mas apenas da diferenca de altura
entre os sitios vizinhos 7 e ¢ + 1. Isso fica evidente na figura 1.2, onde
sao mostradas as energias de algumas configuracoes possiveis. Na segunda
configuragao, todos os sitios estao desligados do substrato e nao possuem
diferenca de alturas entre si, portanto, a energia dessa configuragao é igual
a zero para qualquer altura h. Essa propriedade indica que o modelo admite

infinitas configuracoes com a mesma energia.
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]

Hh,O,O = 2]h - 2K

[ [

Hy, heann = 2JAh

Figura 1.2: Algumas possiveis configuragoes e respectivas energias para o
modelo de CW com 3 sitios e condigoes periddicas de contorno.

A funcao de particao do CW ¢é definida como

7 = Zeﬂb’(zi JIhi=hit1|=Kdn,; 0) (1'2)
h

A funcao de particao descrita acima pode ser reescrita agrupando as contri-
buigoes de todas as configuragoes com a mesma altura minima, resultando

em

onde Zj, representa a contribuicao para a fun¢ao de particao das configuracoes
cuja altura minima é h. Observa-se na figura 1.2 que, para h > 1, nao ha
contribuicao da energia de ligagao com o substrato. Além disso, para cada
configuragao (hy, ..., hy) com altura minima h > 1, existe uma configuragao
equivalente (h},...,hy) com a mesma energia, dada por h; = h; + d, onde
d > 1. Portanto, Z, = Z; para todo h > 1. Como nao ha limite superior
para a altura minima, a funcao de particao nao pode estar definida mesmo
em volume finito, podemos mostrar isso com um exemplo de uma rede de 3

sitios.



Exemplo 1. Considere um caso com 3 sitios, a func¢ao de particao com

altura minima a n € dada por

“+oo +oo +o0o
Zn(K) = K300 4 35200 Z w4 3glno Z Z ww (1.4)
h'=1 h=1 p'=1
onde w = e ¢k = e . Se analisarmos apenas Zy da equacao 1.3, observe
que
+0oo +o0o
Zo(k) = K> + 3K? Zw2h+3/§Zwa (1.5)
h=1h'=1

Podemos reescrever a iltima somato’ria em duas partes, definindo h' = h+m
+o00 h—1 400
Z wlmlym = Z 1+ Z w?™, (1.6)
m=1—h m=0 m=1
portanto
+oo “+o0o
Z wmly™ = b+ Z W™, (1.7)
m=1—h m=1
Note que, no modelo de Chui-Weeks, nao ha um limite imposto a altura
méxima do sistema, o que permite que h cresca indefinidamente. Dessa
forma, a funcao de partigao nao esta regularizada, nao existindo mesmo para
volumes finitos. A nao existéncia da funcao de particao ocorre devido ao
ntimero infinitamente grande de configuracoes possiveis do sistema. Neste
trabalho, abordaremos duas alternativas para controlar essa divergéncia.
Uma das técnicas é a expansao em polimeros, que reescreve a funcgao de
parti¢cdo como uma soma sobre clusters (ou polimeros) de graus de liberdade
conectados. Essa regularizacao possibilita isolar contribuicoes locais, con-
trolar a convergéncia da série e estabelecer propriedades termodinamicas do
sistema, mesmo em modelos complexos. Em suma, a expansao em polime-
ros fornece uma abordagem tanto fisica quanto matematica para lidar com
interacoes e divergéncias em sistemas de muitos corpos. A outra alternativa
de regularizacao é introduzir um cut-off, limitando os sitios a uma altura
méaxima, e a partir disso, analisar as implicagoes conforme aumentamos o

teto maximo.






Capitulo 2

Espectro da Matriz de

Transferéncia do Modelo de
Chui-Weeks

Na mecéanica estatistica, o método da matriz de transferéncia se mostrou
como uma ferramenta analitica bastante ttil para descrever sistemas em rede
com interagoes locais, permitindo a resolucao exata ou aproximada de funcoes
termodinamicas em regimes de equilibrio [11]. Essencialmente, o método
consiste em reescrever a fungao de particao do sistema utilizando produtos
de operadores lineares que codificam as interagoes entre sitios adjacentes. A
diagonalizagao destes operadores permite acesso a grandezas termodinamicas
de interesse e.g. energia livre e fungoes de correlacao.

Neste capitulo, exploraremos a aplicacao do método da matriz de trans-
feréncia ao Modelo de Chui-Weeks. Considerando condi¢oes de contorno
periddicas e N sitios, podemos reescrever a funcao de particao do modelo

CcOo1mo

Zy =Te{T"},

onde T : (*(C) — (*(C) ¢ a matriz de transferéncia. O elemento de matriz ¢

definido por
7—;] = e_BJli—j‘eﬂg(di,O-Féj’o). (21)

A escolha do elemento da matriz forma uma matriz simétrica, portanto, T'
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¢ uma matriz hermitiana, com autovalores reais e autovetores ortogonais,
obedecendo o teorema espectral.

Considerando um problema de autovalor e autovetor, separando a equa-

BK

cdo matricial como um sistema de equacoes e definindow =e? ek =ez .

As primeiras equacoes tém a forma

My = KUy + Kwuy + Kw?vg + - - -
2 3 (22)
AV = KWy + U1 + Wog + w3 + wiuy + -,
para v,, com a > 1 temos que
a—1 +o0
A, = kwvg + w” Z w P, +w Z wPuy, (2.3)
p=1 p=a
definindo ZZ;% wPv, =S, e Z;:Z wPu, = F,. a equagdo se torna
A, = kwvg + wS, +w F,. (2.4)
Logo a equacao para a+ 1 é
Mgr1 = kw g 4w (Sa + w*“va) +w N F, — w,) . (2.5)
Multiplicando a equagao 2.4 por w (equagao 2.6)
v, = kw g + w S, +w TR, (2.6)

ao subtrair a equacao 2.6 da equacao 2.5 resulta em uma relagao de recor-

réncia para os autovetores
Mgyl = ()\w +w— wil) Vg —w @ (w — wil) F,. (2.7)

Para eliminar a dependéncia em F, da equacao 2.7, basta usar essa relacao
de recorréncia para A\v, e a relacao F, = F,_; — w* 'v,_; para determinar
o termo w™®(w —w 1) F,. Seguindo esses passos chegamos na relagao de

recorréncia

Vgyo = ([w + w’l} + [w - w’l} )\’1) Vgr1 — Uq- (2.8)



Podemos resolver a equagao 2.8 fazendo o ansatz v, = z%. Resultando no

polinémio caracteristico.

2? =2 (cosh(8J) — A 'sinh(8J)) z — 1. (2.9)

A solugao dessa equagao é da forma de Binet [12]

vy = Az + Bay, (2.10)

onde z, e x;, sao as raizes do polinémio caracteristico, A e B sao constantes
que sao determinadas a partir de vy, v1 e vs.
Agora, podemos determinar quais valores de A que fazem a equagao 2.9

ter raizes complexas de modulo 1, ou seja,

1
()\+)\w2—1+w2)2—4)\2w2<0:>)\< El—i_w; :coth<%]>.
—w

Logo, podemos também calcular qual o valor de A considerando a solucao

menos do polindmio, dado por

1—
—()\+/\w2—1+w2)—2)\w<0:>)\>( CL)>:1:amh<ﬁ>
(1+w) 2

Considerando os valores de \ € [tanh(ﬁ—;),coth(%)}, podemos calcular

o moédulo de z, dado por

2

(A Aw? — 1+ w?) +iy /40202 — (A + dw? — 1 4 w?)?

2 __
o = 2w

A partir disso, descobrimos que |z| = 1. Podemos também reescrever um

ntmero complexo de modulo igual 1 da forma exponencial como

(>\+)\w2—1+w2)iz’\/()\+>\w2—1+w2)2—4)\2w2
T = =e

+i0
2 \w ’

Portanto, as raizes sao tais que |x| = 1 nao correspondem a sequéncias

de ¢*(C). Logo, ha um espectro continuo [13] no intervalo

[tanh <B—2J> , coth (%)] C o(T) (2.11)
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com autovetores |3].

Up = (¢076ii976i2i07"'>‘ (212)

Além disso, quando a equacao 2.13 é satisfeita, na qual podemos calcular

a temperatura critica que determina a transicao de fase

1

BK
R gy

(2.13)

existe um autovalor adicional isolado acima do limite superior do espectro.

(1—e277) (ePK —1)

A= 1 —e 28] — e BK

> coth(%), (2.14)

cujos respectivos autovetores podem ser determinados seguindo um processo
semelhante ao caso onde existe somente o espectro continuo e sao dados por

3]

v, = (wo,e_“,e_Z“,---). (2.15)

A existéncia de um autovalor adicional quando a condi¢ao da equacao 2.13 é
satisfeita indica a existéncia de uma transigao de fase [14]. Podemos observar
na figura 2.1 a curva em azul que representa a temperatura critica para
diferentes energias de ligacao. Nota-se que para T' < T, a superficie continua
em sua maioria ligada com o substrato microscopicamente suave. Para T >
T, a superficie fica livre do substrato e a sua altura fica ilimitada, considerada

rugosa. Portanto, temos um exemplo de uma transicao de fase rugosa.
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2.0 1

1.8 1

1.6 1 Fase ndo ligada

1.4 4

1.2 4

Temperatura critica (J)

1.0 1
0.8 Fase ligada

0.6 1

0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Energia de Ligagao (K/))

Figura 2.1: Temperatura critica para valores da energia de ligacao

2.1 Rugosidade, fracao de sitios ligados

A rugosidade é uma medida de irregularidades e variagoes ao longo de
uma superficie. Em uma superficie rugosa, quanto maior a diferenca de
altura entre os pontos mais altos e os mais baixos, maior ¢ a rugosidade. Uma
superficie com pequenas diferencas de altura é considerada lisa ou suave. Esse
conceito tem diversas aplicagoes na ciéncia dos materiais e na fisica, pois afeta
diretamente propriedades como fric¢ao, reflexao da luz e reatividade quimica
da superficie [15].

No estudo de crescimento de superficies, como no modelo Chui-Weeks,
a rugosidade se refere as flutuacoes na altura da superficie que ocorrem a
medida que particulas vao se depositando e se rearranjando ao longo do
tempo. Esses fenomenos sao observados em processos como a deposicao de

filmes finos, o crescimento de camadas de atomos sobre um substrato [16].
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Formalmente, podemos calcular a rugosidade do modelo Chui-Weeks em
termos da energia livre de Helmholtz. Tomando a derivada parcial de Zy

(equagao 1.2) em relagao a J

%aai(]]\f = _ZZ |h J+1|€ Hh) = ZZ ‘hi - hz‘+1’€_6H(h)

i h
note que

- Z Z \hi — hisa|e P = —Zy Z |h; — hisa]
i h i

Substituindo esse resultado e dividindo todos os termos por N, ficamos com

1 07
_MNNa—f:—Zm hiv1] = (|hi — hiza|) . (2.16)

Por invariancia translacional no limite termodinamico ou por condicoes pe-

riddicas
([hi = higal) = (|hj — hja|) = wn = (|hi — hizal),

portanto, a rugosidade pode ser calculada pela média das diferencas de

alturas ou derivando In Z

0

Agora que sabemos como determinar a rugosidade, podemos calculé-la
para quando a condicao da equacao 2.13 nao esta satisfeita, usando o limite

BJ
superior da banda A = 1+e,3 7 como maior autovalor, ou seja

=gy (),
wy = —kT5= (A

Substituindo o limite superior da banda




2.1. RUGOSIDADE, FRACAO DE SITIOS LIGADOS 13

realizando a derivada, vamos ter que

2

Para calcular a rugosidade quando a equacao 2.13 é satisfeita, basta seguir
0 mesmo processo, mas usando o autovalor adicional que surge a partir de

BK 1
€ > 1—e—8J

o o ((1— ) (K 1)
w——k:Tw(ln)\)— —kTaln< (1= c27) — 3k )

temos que

2627 2627
wz_(l_e*QﬁJ)—f_(1_6*2/1]_6*/8[()' (219)

Observe na Figura 2.2 a diferenca de comportamento para a rugosidade,

conforme previsto pelas Equacoes 2.18 e 2.19. E possivel ver claramente o

surgimento de uma transi¢ao de fase rugosa.

Rugosidade em funcao da de kT

| / |
| /
g 3 /V
©
©
3 .
[®)]
[
22- .
[ ]
[ ]
[ ]
L
1 ..’
o
0 1 2 3 4 5
KT

Figura 2.2: Rugosidade em fun¢ao da temperatura, com J =1e¢ K =7
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O mesmo processo pode ser seguido para determinar a fracao de sitios
ligados com o substrato. Tomando a derivada da funcao de particao em

relagao a K
102y ~BH(h)
GOk~ 2 2 dnoe
hood

note novamente que

Z Z 5hi70€76HN(h) = ZN Z 5}%0.
h 1 i

Substituindo o resultado na derivada e dividindo todos os termos por N,

temos a defini¢ao da fracao de sitios ligados

1 81HZN 1 o
i Ok :N;%,o:mm.

Quando a equacao 2.13 nao esta satisfeita, perceba que a fracao de sitios é

exatamente igual a 0

10 <1+e‘5‘]>_
p= GOK In = 0. (2.20)

Também podemos calcular a fracao de sitios ligados quando o maior autovalor
) 1—e=287)(eBK 1
A= (1 —2ﬁ2< —ﬁK>

—e —e

N (e )]

PN = BOK 1 — e 287 — ¢=PK

portanto

1 1
P= (1—eBK)  (ePK —e287efK — 1)

(2.21)

Observe na Figura 2.3 a diferenca de comportamento para a fracao de sitios
ligados ao substrato, conforme previsto pelas Equagoes 2.20 e 2.21. Podemos
ver claramente a transicao de fase onde todos os sitios sao desligados do

substrato.
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Fracdo de sitios ligados em funcao da de kT

1.0 1 :%\.

0.8 A °

0.6 e

0.4 A e

fracdo de sitios ligados

0.2 A

0.0 A

KT

Figura 2.3: Fragao de sitios ligados em fun¢ao da temperatura, com J =1 e
K=17

Embora tenhamos demonstrado formalmente o espectro da matriz de
transferéncia, calculado rugosidade, fracao de sitios ligados e mostrado ex-
plicitamente a existéncia de uma transicao de fase. Sabemos que a funcao
de particao nao esté definida nem mesmo para volumes finitos. Portanto, no
proximo capitulo, vamos desenvolver alguns resultados numéricos e explorar

uma alternativa para a regularizacao da fungao de particao.






Capitulo 3

Alguns resultados numeéricos e
abordagem do cut-off

Neste capitulo comegaremos a abordar o problema da nao convergéncia da
funcao de particao do modelo CW. Em outras palavras, tentaremos entender
como um modelo que nao esta bem definido (mesmo em volume finito) pode
fornecer resultados fisicos matematicamente aceitédveis. Nossa abordagem
é motivada pela construcao de um método de Monte Carlo para simular o
equilibrio de um modelo CW. Como veremos na proxima secao, para imple-
mentarmos essa abordagem, construimos um "limite natural"para a altura
méaxima dos sitios. Essa abordagem nos motiva a introdugao de um cut-off
nas alturas dos sitios, i.e. a limitar artificialmente o valor maximo da altura
dos sitios. Vale destacar que a introducao de cut-off em modelos fisicos,
em particular na mecanica estatistica e teoria de campos, é uma técnica
usual para regularizar divergéncias como as ultravioleta ou infravermelha,

delimitando escalas de energia ou distancia relevantes |17, 18].

3.1 Um Algoritimo de Monte Carlo para o mo-
delo Chui-Weeks.

Para estudar numericamente a transicao de fase do modelo CW, imple-

mentamos uma simulagao baseada no método de Monte Carlo [19]. O método

17
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consiste em realizar uma série de passos de Monte Carlo, usamos N passos de
Monte Carlo para a termalizacao do sistema e Nj; passos para o calculo das
médias das grandezas termodinamicas desejadas. Note que essa abordagem
impoe um limite maximo para a altura dos sitios, uma vez que, na pior das
hipoteses (se 0 mesmo sitio sempre é sorteado e sempre aumenta de altura)

a altura maxima é de Np + Nyy;.

Inicializagao do sistema

A simulacao comeca com a inicializagao do sistema por meio da fungao
initialstate(N), que define o estado inicial com N sitios, todos com altura
h=20

hi=0 Vie{l,2,...,N}.

Essa configuracao representa uma superficie plana inteiramente ligada ao

substrato, conforme mostra o Listing 3.1.

Listing 3.1: Estado inicial para simulagao do modelo CW

def initialstate (N):
return np. zeros (N)

Funcgao delta de Kronecker

Apos fixar o estado inicial, definimos a func¢ao Delta de Kronecker kronecker (x),
utilizada para verificar se um sitio esta no estado inicial, definida pelo Listing

3.2.

Listing 3.2: Fungao delta de Kronecker

def kronecker(x):
if x < 1:
r =1
else:
r =20
return r
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Passo de Monte Carlo

O estado inicial e a fungao Delta de Kronecker sao utilizadas na fungao
mcmove (h, T, K), usada para executar um passo de Monte Carlo. Em cada
passo, um sitio a é selecionado aleatoriamente e uma mudanca d é proposta.
Se hla] > 1, a mudanca pode ser +1 ou —1; caso contrario, apenas +1 é
permitido. O custo de energia AFE associado a mudanca de altura é calculado
considerando a diferenca de alturas entre o sitio a e seus vizinhos, bem como
a contribuicao do parametro K. A mudancga é aceita se AE < 0. Caso
contrario, um namero entre [0,1] , se o namero aleatério for menor que
exp(—AFE/T), a mudanca é aceita.

Esse mecanismo garante que mudancgas que reduzem a energia sejam
sempre aceitas, enquanto mudancas que aumentam a energia sejam aceitas
com uma probabilidade que diminui exponencialmente com o custo. Isso
evita o crescimento descontrolado dos sitios, especialmente em temperaturas

baixas. O Listing 3.3 detalha a implementagao:

Listing 3.3: Passo de Monte Carlo
def mcmove(h, T, K):

= len(h)

for i in range(N):
a = np.random.randint (0, N)
if ha]>—1:
d = np.random. choice ([—1,1])
else:
d =1
cost = (abs(h[a]+d — h[(a—1) % NJ])
—abs(h[a] — h[(a—1)% NJ])
+abs(h|a]+d — h[(a+1l) % NJ)
—abs(h|a] —h[(a+1) % NJ|)
— Kx(kronecker (h[a]+d) — kronecker(h[a])))

if cost < 0 or np.random.rand () < np.exp(—cost/T):
hla] = hla] + d

return h




20 CAPITULO 3. RESULTADOS NUMERICOS E CUT-OFF

Calculo das Grandezas Termodinamicas

Apos a evolugao do sistema, calculamos algumas grandezas termodinami-
cas, sendo elas: energia média, altura média, rugosidade média e a fragao de
sitios ligados com o substrato. Essas grandezas sao calculadas pelas fungoes

abaixo:

Listing 3.4: Grandezas termodinamicas

#calcula energia media
def energy (h, K):
N = len(h)
e = 0
for n in range(len(h)):
e += np.abs(h[n]—h[(n+1)%N]) — Kskronecker (h[n])
return e/N

# calcula altura media
def altura(h):
return np.mean(h)

# calcula rugosidade media

def rugosidade (h):
N = len (h)
rugosidades= np.array ([np.abs(h[(n+1)%N|-h[n]) for n in range(N)]|)
return np.sum(rugosidades)/N

# calcula fracao de sitios ligados
def ligados(h):
return np.array ([ kronecker(h) for h in h]).sum()/len(h)

Para analisar o comportamento do sistema, realizamos primeiramente
uma simulagao de uma rede de tamanho N = 50 com K = J = 1, fixando
duas temperaturas, 7' = 0.5J < T. e T' = 1.5J > T,. Para cada passo de
Monte Carlo, definido no Listing 3.3, calculamos a rugosidade e a fracao de
sitios ligados ao substrato, funcoes essas que estao definidas no Listing 3.4.
Conforme ilustrado na figura 3.1, para T' < T, (curvas em azul) ambos os
valores permanecem praticamente constantes, indicando uma superficie suave
e ligada ao substrato. Em contraste, para 7' > T, (curvas em laranja) poucos
passos ja resultam em quase todos os sitios desligados, com um aumento

abrupto da rugosidade, caracterizando uma superficie desconectada e rugosa.
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Agora que observamos dois comportamentos opostos para duas tempera-
turas diferentes, fizemos outra simulacao usando o método de Monte Carlo
para diferentes temperaturas usando a mesma configuragao usada para os
resultados da figura 3.1. A simulac¢ao consiste em fazer evoluir o sistema
para cada valor de temperatura, calculando, no fim de cada experimento,
a energia média por sitio, rugosidade média e a média de sitios ligados ao

substrato.

K=]

— k=235
KT = 1.5)

=
@

— k=25
KT =15

Rugosity

=
kS

Fration of Binded Sites

=
=

=
N}

=
=)
=
=

0 250 500 750 000 1250 1500 1750 2000 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Monte Carlo Steps Monte Carlo Steps

Figura 3.1: Simulagao para uma rede unidimensional usando o método de
Monte Carlo, com N =50 e K = J = 1. A primeira imagem mostra a fracao
de sitios ligados. A segunda imagem mostra a rugosidade, calculada a partir
da equacao 2.16

Na Figura 3.2 observa-se que o comportamento do sistema evidencia uma
transicao de fase entre uma superficie ligada e suave e uma superficie rugosa
e desligada. A linha vermelha tracejada representa a temperatura critica,
determinada analiticamente pela equacao 2.13, exatamente no ponto em
que ocorre a transicao. Assim, os resultados analiticos e computacionais
se complementam, demonstrando que o modelo de Chui-Weeks efetivamente

apresenta transicao de fase em uma dimensao.
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Figura 3.2: Simulacao de Monte Carlo do modelo Chui-Weeks com K = J,
N = 50, 1000 passos de termalizacao e 3000 passos de Monte Carlo. A
primeira imagem mostra a energia média por sitio. A segunda imagem mostra
a fracao de sitios ligados e a terceira mostra a rugosidade. A linha vermelha
tracejada é a temperatura critica prevista.

3.2 Clut-off nas alturas e densidade espectral

Suponha que coloquemos um cut-off na matriz de transferéncia, limitando
a altura méaxima para m. Temos entdo uma matriz 7'(m) que é (m + 1) x
(m 4 1). T & simétrica e, portanto, pelo teorema espectral [20] possui
m + 1 autovalores A\g(m) = -+ = A\,(m) > 0. Definimos a fungao densidade

espectral de T'(m),

pm(@) = ——= > 8z — M(m)). (3.1)

E facil ver que
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Figura 3.3: Espectro da matriz de transferéncia param = 5, m = 10, m = 50,
m = 100, m = 200, m =500 com J=1e g =1.

Precisamos discutir o limite dessa densidade espectral quando m — +ooc.
Vamos assumir que p,,,(z) — p(x), i.e. que a densidade espectral do modelo
com cut-off se aproxime da densidade espectral do modelo sem o truncamento
das alturas. Essa hipotese é justificada pelo calculo numérico dos autovalores
de T'(m), para m grande como podemos ver na figura 3.3, onde o espectro nao
uniforme vai formando um limite continuo conforme m aumenta. Podemos
ver também na figura 3.3 o efeito de quando a equagao 2.13 ¢é satisfeita,
surgindo um ponto espectral acima da banda.

Mais precisamente, vamos supor que qualquer que seja a funcao f(x)
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(com alguma possivel condi¢ao de suavidade) tenhamos
+o0o +oo

f(@)pm(z)dz — f(z)p(x)dz.

— 00

Estamos particularmente interessados em determinar o comportamento dos

momentos dessa densidade espectral i.e.

(x") = / +°° 2" p(z)dz.

oo
Mais precisamente, desejamos entender o comportamento assintético da fun-

¢ao de particao truncada
“+oo

Z(m,N)=(m+ 1)/ 2N po (2)de. (3.2)

—0oQ
Para ilustrar o potencial desta técnica, vamos discutir o comportamento

do traco da matriz de transferéncia T'(m), que é dado por
+oo

Tr T'(m) = (m + 1)/ rpm(z)dr = (m+ 1)Cpy, (3.3)

—0o0
onde a constante ), pode ser obtida através do calculo direto do trago da
matriz de transferéncia truncada. Com efeito, como Tyg(m) = k2 e Ty =
1,72 > 1 temos

Tr T(m) = K>+ m,

logo
too k% +m
Cpn = m(x)dr = .
/Oo TP (x)dx o
portanto
+00 2 +o0
cmz/_oo rpn(r)ds = T %/_w wp(@)de =1,

ou seja, o valor médio do espectro, para valores grandes de m, é igual a 1
independente do valor de k.
Voltemos ao problema de analisar o comportamento assintético de (z™),,,

note que da existéncia de um maior autovalor (Teorema de Perron-Frobenius
[21])
+oo +o0
@ = [ plalde <3 m) [ pla)de = da(m).

o0
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Se vale a hipotese que Ag(m) — Ao, em outras palavras que o maior autovalor
da matriz de transferéncia trucada convirja para o maior autovalor da matriz
de transferéncia sem cut-off, que é finito pelo que mostramos no capitulo

anterior. Dessa forma, podemos inferir que
Z(m,N) = (m+ 1)(z"),, < (m+ DA (m).

Por outro lado, a existéncia de uma cota inferior para o espectro, i.e. A,,(m) —

Ain > 0, nos permite mostrar de maneira analoga
(m+ DAY (m) < Z(m, N). (3.4)

Agora que temos uma relacao para a funcao de particao truncada dada
pela equagao 3.4, podemos entao calcular a densidade de energia livre em
fungao de A, (m)

1 1 1
ln)\m(m)qLNln(m%— 1)< f(m,N) = NlmZ(m7 N) < ln)\o(m)—I—Nln(m +1).

Note que podemos tomar m em funcao de N tal que

) 1
lim i In(m(N)+1)=0 (3.5)

N—+400

de forma que

In A, < f < In A,

Perceba que isso garante a existéncia da densidade de energia livre, conforme
mostramos no capitulo 2, o limite superior é na realidade uma igualdade.
Para uma abordagem mais precisa, precisamos de mais informacoes sobre a
densidade espectral. Devido ao fato da matriz de transferéncia ter dimensao
infinita o teorema de Perron-Frobenius [21] ndo se aplica. De fato, mesmo
o teorema de Krein-Rutman [13], que ¢ uma extensao do Perron-Frobenius
para operadores lineares em espacos vetoriais de dimensao infinita, nao se
aplica visto que ele requer que todo o espectro seja formado por autovalores
[13, 22]. No entanto, mostramos no capitulo anterior que existe um limite

superior do espectro.
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Figura 3.4: Célculo numérico da energia livre para matriz de transferéncia
de tamanho m = 5 ;m = 10, m = 50, m = 100, m = 200 e m = 500 com
J=1p=1.

Podemos estudar o comportamento da energia livre conforme m — 400,
justificando calculo numeérico da energia livre mostrado na figura 3.4. Perceba
novamente o efeito de quando a equacao 2.13 é satisfeita, convergindo a
energia livre para todos os valores de m para aproximadamente a mesma
curva. Além disso, um melhor resultado poderia ser obtido obtendo-se uma

aproximacao fidedigna para a distribuicao espectral limite.

A partir do espectro mostrado na figura 3.3, percebemos que a densidade
dos autovalores nao é uniforme. Entao analisamos o espectro da matriz
de transferéncia com m = 100 e opacidade dos pontos reduzida, conforme
exibido na figura 3.5. Nota-se que, na regiao inferior, o espectro apresenta
uma maior densidade de autovalores do que nas demais regides, no limite de

quando m — 400 a densidade é uniforme.
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Figura 3.5: Espectro da matriz de transferéncia de tamanho m = 100 com
menor opacidade e J =1

Para confirmar esse fato, fizemos um histograma para o espectro da matriz
de transferéncia de tamanho m = 100 com bins = 60 mostrado na figura 3.6.
Note que a regiao do espectro com autovalores mais baixos é a regiao mais

densa da banda.

0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Autovalores

Figura 3.6: Histograma do espectro da matriz de transferéncia da figura 3.5
com bins =60, J=1e = 1.



28 CAPITULO 3. RESULTADOS NUMERICOS E CUT-OFF

Ainda que nao tenhamos exatamente qual a densidade espectral, podemos
tentar entender o comportamento da energia livre para alguma densidade
espectral que satisfaca as restrigoes conhecidas. Em particular, vamos consi-
derar o caso onde s6 hé a banda espectral. Precisamos de uma distribuicao

de probabilidade que

1
As

Vamos supor que a densidade espectral seja aquela com maior entropia.

onde A; é o limite superior da banda e \; = - € o limite inferior da banda.
Podemos determinar entao a fungao p(z) usando multiplicadores de Lagrange

[7]. A distribuigao obtida é uma distribui¢ao exponencial truncada

Cer* N <z <A
p(x) =

0 caso contrario

onde C é uma constante de normalizagao e o multiplicador de Lagrange u

precisa ser determinado numericamente, devendo satisfazer a equacao

eHAs \2 _ ohAs !
S

= 2);.

B e — gt

Sera que existe solugao para esta equacao? Se existir, entao

400 N As
(mN> = / pr(a:)da: = C’—dd ~ etdr = C’(/\éve’”\s - )\fve“’\i).
- S

o0

Com isso podemos tomar m crescendo com N como na equacao 3.5 de forma
que

Y 1 1 N _phe Nw\i>
f—NEIEm<N1nC+N1n(ASe e )

A constante C' ¢ independente de N de forma que o primeiro termo acima

vai a zero. Por outro lado,

N
In ()\i\fe/»\s _ <%) eu(/\z')\s)> — Nln )\,
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quando N — +oo. Como pu é independente de N e A;(m) — As temos que
f=InA\,.

Considerando a situacao onde ha a banda e o ponto espectral isolado. A
distribuicao precisa ser alterada para incluir o ponto espectral isolado A\g com

probabilidade P, e temos agora as restrigoes
As As
Py + /p(m)dm =1, NP+ /mp(x)dw =1
i Ai
A maior entropia neste caso ocorre quando

Ce** N <z <A
0 caso contrario

Py = Cet™ e p(x) = {

Mais uma vez os valores para C' e 1 devem ser determinados numericamente.

Para este caso temos

dN )\s
2y =C ()\éve“’\o + TN / e‘”dm) = C(N) et 4 \Neprs — \Nepdiy,
K J

Podemos proceder de maneira analoga ao caso anterior para mostrar que
f =In )\0.

E claro que a densidade espectral de T nio deve ser a que maximize a en-
tropia. De fato, célculo numérico para uma matriz T'(m) grande (veja figura
3.3) mostra outro comportamento. Fizemos este exemplo para ilustrar como
a distribuicao de probabilidades pode levar ao resultado esperado obtido no
capitulo 2.

Embora os resultados deste capitulo sejam promissores, é necessario reco-
nhecer que fizemos varias conjecturas para o limite do truncamento da funcao
de particao. Mais ainda, os resultados obtidos nao sao suficientes para a
convergéncia absoluta da densidade de energia livre , consequentemente, o
que pode comprometer o calculo de grandezas termodinamicas que sao dadas
por derivadas da densidade de energia livre. Isso nos motiva a propor um
outro método para a regularizagdo do modelo no préoximo capitulo, afim de

que tenhamos maior controle das propriedades da densidade de energia livre.






Capitulo 4

Expansao em Polimeros

A expansao em polimeros é uma técnica da mecanica estatistica que
reescreve a funcao de particao como uma soma de contribuigoes de obje-
tos conectados, chamados de polimeros. Em termos simples, essa aborda-
gem reorganiza os termos da funcao de particao para separar e controlar
as interagoes locais, permitindo uma analise mais clara das propriedades
termodindmicas e do comportamento critico do sistema. Quando a série
de expansao converge, ela garante que as grandezas calculadas sejam bem
definidas e permite, por exemplo, demonstrar a auséncia de transicoes de
fase em determinados regimes. Por outro lado, a divergéncia da série pode
indicar o surgimento de fendmenos criticos. Esses métodos e suas implicacoes

sao discutidos de forma detalhada em |23, 24, 20]

4.1 Atividade e Polimeros Conectados

A expansao de polimeros ¢ uma identidade algébrica entre a funcao de
particao e seu logaritmo. Ela fornece um método para controlar a energia

livre ou estabelecer o decaimento exponencial de correlagoes conectadas.

Considere um conjunto I', formado por objetos v, com k = 1,2,3,---,

chamados de polimeros. Definimos também uma nocao de intersecao entre

31
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os polimeros. Cada par 7;,7; € I' possui a propriedade
¥ Ny A0 (se cruzam) ou v, N7y; =0 (ndo se cruzam). (4.1)

Definimos também o suporte supp(y) dos polimeros, sendo conjunto de
pontos ocupado pelo polimero 7. O tamanho do suporte é definido como o
volume do polimero |y| > 0. Em certo sentido, esses objetos nos permitem
comparar a localizagao e o tamanho de um polimero. O peso das interagoes
entre os polimeros é chamado de atividade z(7), tal que z(v) : I' = C.

Além de considerar os polimeros individualmente, definimos também o
conceito de k-polimero como um elemento do produto cartesiano I'y, = I x
['x .-« xT (k vezes). Denotamos um k-polimero por X = (v1,7%2,.-,7),
com | X| = k. Adicionalmente, introduzimos dois subconjuntos importantes
de T'x: o conjunto dos k-polimeros desconectados, denotado por Dy, e o
conjunto dos k-polimeros conectados, denotado por Cy.

Por conveniéncia podemos representar k-polimero X como um grafo de
k vértices, onde os vértices sao os polimeros de X. Dois vértices v; e v;
estarao conectados se eles se intersectarem, ou seja, serem incompativeis.

Por definicao
D1 = Cl =TI e D() = CQ, (42)

onde Dy e C correspondem ao conjunto vazio §.

Os conjuntos Dy e Cy sao definidos pelas propriedades dos grafos dos
elementos X € I'y. Dessa forma, os conjuntos de k-polimeros Dy, consistem
nos X cujos grafos nao possuem arestas, ou seja, sao totalmente desconec-
tados. Por outro lado, os k-polimeros conectados C, sao os X que estao
representados por grafos nos quais existe pelo menos um caminho que ligue

todos os vértices, grafos conexos. Definimos entao

D=|JD, C=[]JC, (4.3)
k k
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isso significa que D representa o conjunto de todos os polimeros totalmente
desconectados para qualquer k, e C representa o conjunto de todos os poli-

meros conectados.

Definiremos agora a atividade atribuida a cada polimero v, na qual pode
ser interpretada como um peso associado as interagoes entre os polimeros.

Essa nogao se estende ao conjunto I'y. Para X € I'y, temos

=1 = (4.4)

yeX

Além disso, definimos por conveniéncia que o conjunto vazio () & um elemento

de Dy, e também z(0) = 1.

Dado um conjunto de polimeros I' e as respectivas atividades z(7y), defi-

nimos a fung¢do de parti¢do Z como uma série de poténcias sobre z(7y)

1 X
>_xeD X% -

Se I' é finito, a equacao 4.5 pode ser majorada por uma soma exponencial
e convergente. A funcao de particao da expansao em polimeros é dada por
uma série de poténcias para In Z em termos das atividades z(y). Para definir
explicitamente essa série, introduzimos o indice n(X) associado a cada k-
polimero conectado X. O indice n(X) ¢ definido com base nos subgrafos
de X € Cy. Por exemplo, considere o caso X = (v,7,7), formado por trés
copias idénticas de um dado polimero v € I'. Suponha ainda que o polimero
~ seja incompativel consigo mesmo, i.e. se intersecta. Nesse caso, o grafo X

e seus subgrafos conexos podem ser visualizados na figura 4.1.
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y i N /\
4
4
Grafo X = (y,7,7)

Subgrafos conexos de X

Figura 4.1: Grafo completo para X = (,7,7) e seus subgrafos conexos.

Para um grafo X € Cy, definimos n.(X) como o nimero de subgrafos
conexos G de X € Cj que contém um nimero par de ligagoes (ny (X)) ou
um ntmero impar de ligagoes (n_(X)). A relagao entre n(X)+ é dada pela

equacao 4.6:

n(X) = ne(X) —n_(X) = 3 (-1, (4.6)

onde [(G) denota o numero de linhas em G. Um exemplo pode ser feito a

partir da figura 4.1, onde n(X) =3 —-1=2.

Teorema 4.1.1. [23] Como uma série de poténcias em z(7y), a soma em z

da equagao 4.5 se torna

InZ = Z sz (4.7)

Demonstracao. Para demonstrar o teorema, o primeiro passo consiste em in-
troduzir uma fungao 6(v;, v;) que indica se um determinado par de polimeros

se intersectam
1, sey;Nvy =0,

(4.8)
0, sey;Nvy; #9.

6(vinvs) = {
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Para X = v, , 7 definimos
o =TT 9.
1<j<k

Com essa defini¢ao, podemos reescrever a equacao 4.5 como
1
Z = —— 5%
2 x

A seguir, aplicamos o truque algébrico de somar e subtrair 1 no fator §(v;, v;),
obtendo

6(vir i) = 1+ [6(vi, ) — 1.
Cada termo nao nulo dessa expansao pode ser representado por um grafo
cujos vértices sao os polimeros 7y, ..., € X. Os termos que aparecem em /
correspondem exatamente aos subgrafos G C X, onde cada fator [§(7;, v,;)—1]
define uma aresta em . Para ilustrar esse procedimento no caso particular

de trés polimeros, a figura 4.2 exibe todos os subgrafos possiveis.

NN L /N
5\ /6 KN 8

Figura 4.2: Grafos possiveis para 3 polimeros

Seja [(G) o namero total de linhas em G. Entao

0 =" To(i) = > (-1,

GCX le@ GCX
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onde G é um subgrafo de X nao necessariamente conexo. Cada subgrafo G C
X gera uma decomposicao de X em componentes chamadas de G—componentes.
Podemos reescrever a soma em termos dessas componentes. De acordo
com a equacdo 4.6, esta soma se reduz a n(X"), sendo cada XV) uma
G—componente de X. Seja XM, ..., X™ o conjunto das G—componentes.
Assim obtemos

55X = Z ﬁn(X(j))zX(j>.

componentes j=1

|

Para cada conjunto de componentes conexas X, .-, X existem o T

maneiras de ordenar o conjunto original X mantendo as componentes fixas.
Dessa forma, podemos transformar a soma sobre todos os conjuntos X em

uma soma sobre componentes conexas, resultando em

1 1 . ;
— il _ - (7)), X
Z = E o | | kE | (j)“n(X )z . (4.9)

Observe que a equacao 4.9 tem a forma da expansao de uma exponencial, ao

tomar o logaritmo obtemos:

InZ = Z MZX.,

X!
XeC

que é a série desejada. O

4.2 Convergéncia da Expansao em Polimeros

O exemplo mais simples de expansao de polimeros convergentes ocorre no
caso de um tnico polimero 7, onde definimos a auto-intersegao por yN~y = v
e atribuimos uma atividade z = z(7). Nesse caso em particular, a funcdo de

particao Z definida pela equacao 4.5, torna-se simplesmente

Z=1+z, (4.10)
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Utilizando as expressoes dadas pelas equagoes 4.7 e 4.6, obtemos a energia

livre como

B n(X) x 22223 621
mZ=>) > S AT T T R (4.11)
k=1 XeC}

Note que, no caso de um tnico polimero, a expansao da energia livre coincide

exatamente com a série de Taylor de In(1 + 2):

InZ=1In(l+2z) = i %z@ (4.12)

k=1

A expansao em polimeros generalizada requer uma estrutura adicional
para garantir a convergéncia. Essa estrutura esté associada a uma nocao de
tamanho do polimero e da intensidade de suas interagao. Com base nessas

consideragoes, formulam-se duas estimativas

e Estimativas de entropia, relacionadas ao niimero de polimeros de

um dado tamanho;

e Estimativas de energia, que impoem uma redugao nas atividades

dos polimeros conforme seu tamanho aumenta.

Essas estimativas, por sua vez, exigem que os polimeros possuam alguma
estrutura geométrica bem definida.

Para exemplificar, considere um caso simples em que Z¢ C R? representa
uma rede cibica unitaria. Associamos para cada polimero v um subconjunto
chamado suporte, definido como supp(y) C Z? Dessa forma, a notagio
x € 7y significa que x € supp(y). Além disso, escrevemos v C A para indicar
que supp(y) C A. O volume |y| do polimero v é entao dado pelo nimero de
sitios da rede contidos em seu suporte supp(y). da rede contidos no suporte
de v € Z4.

Os dois postulados sobre o nimero de polimeros e a intensidade das suas
interagoes sao expressar da seguinte forma. Defina N(z,|y|) como o nimero

de polimeros com volume |y| que intersectam um dado ponto z € Z%. temos
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entao

P1 (Estimativa de Entropia). Existe uma constante ¢ tal que

sup N(z,|y]) < el (4.13)

zezd

P2 (Estimativa de Atividade). Para constante E positiva, as atividades de

todos os polimeros satisfazem a condicao
2(3)] < e~ E. (4.14)

Um grafo de arvore conexo que nao possui ciclos em suas ligagoes. Pode-
mos especificar grafos em arvore de duas maneiras distintas. Primeiramente,
considere um grafo com vértices e numerados por i = 1,2, --- |k, atribuidos a
um namero de coordenagao d; para cada vértice ¢. O niimero de coordenacao
d; indica a quantidade de ligagoes que o i-ésimo vértice faz. Note que, para
um grafo com k vértices em arvore, ha exatamente k—1 ligagdes. Seja 7(k, d;)

o nimero de grafos em arvore com k vértices com nimero de coordenacao d;.

Teorema 4.2.1. Teorema de Cayley Sejam k > 2 e dy,ds, ..., dy inteiros

Positivos tais que

D di=2(k—1).

Entao, o nimero de drvores rotuladas com k vértices, cujos graus sao preci-

samente dy,ds, ..., dy, € dado por
kE—2)!
T(k;dl,dg,...,dk) = k(—)'
H’i:l(di - 1)-
Demonstragao. Para k = 2, ha apenas uma arvore possivel (uma aresta

ligando dois vértices), ambos com grau 1. Assim,

(2—2)! 0!

2:1,1) =1 _ 2y
(% 11) Ca-ura-u ool

o que confirma a validade da férmula para k = 2.
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Suponha que a féormula seja verdadeira para qualquer inteiro menor que
k e provemos que também vale para k. Considere uma sequéncia de graus

dy,...,d; com

D di=2(k—1),

e seja T uma arvore rotulada com esses graus. Sabemos que toda &arvore
possui pelo menos uma folha, isto é, um vértice de grau 1. Seja v tal vértice,
conectado a exatamente um outro vértice, digamos u. Ao removermos o
vértice v, reduzimos em 1 o grau de u, obtendo uma nova arvore 7’ com

(k — 1) vértices, cujos graus sao:
! 4 U
d17d2,..., k—1)

onde esta sequéncia é obtida de {d,...,d;} retirando d, = 1 e substituindo

d, por d, — 1. A soma dos graus dessa nova arvore 1’ é dada por

fd;: (id) —2=92(k—1)—2=2((k—1)—1),

satisfazendo exatamente a condicao necessaria para aplicar a hipotese de
inducao.

Portanto, pelo passo indutivo, temos

(k—3)!

-1
[[i=i (d; = 1)!

Para reconstruir 1" a partir de 7", devemos considerar todas as possibi-

T(k_l;d/la"'a ;cfl) =

lidades de conexao da folha v ao vértice u. Cada vértice de grau d; oferece
(d; — 1) possibilidades para anexar a nova folha. Contabilizando todas as
possibilidades para os k vértices, obtemos

(k—2)!
Hf:1<di - 1>!'

Assim, por indugdo matemética, a formula é valida para todo k > 2,

T(k;dla"'adk) =

concluindo a demonstragao.

]
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Teorema 4.2.2. Assumindo P1, P2 [23] com E > ¢+ 5. Entdo a expansao

em polimeros

InZ(A) = Z n(X>ZX

|
XeC(AN) | |

converge absolutamente como uma serie de potencias para z(7y). Além disso

A" In Z(A) (4.15)
é uniforme em |A|.

Demonstracao. Considere o primeiro termo da energia livre dada pela equa-

¢ao 4.7 com X € Ci(A) = I'y(A). Podemos estimar ) |z(7)| usando P1 e

P2.
Y= =

XeC, ~ET(A)

Podemos estimar a soma sobre as atividades usando P2, de forma que

S er 2] € Seron 2O € Sy e .
4.16

< LNk,
onde N (k) é o numero de polimeros de volume k, utilizando o bound P1
N(E) < 30N (e, ) < Al
e

Substituindo o N(k), temos que

+oo
PRI P (4.17)
k=1

YET(A)

Observa-se que o lado direito da desigualdade é um série geométrica sobre

ef(Efc (E—c)

). A condicio de convergéncia dessa série é se e~ k <1, ou seja

e B9 <cl—=FE>c (4.18)
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Onde é enunciando no teorema que E > ¢+ 5. substituindo o resultado da

série geométrica
—(E—0)

> 120 IAI—(E 5 (4.19)
vel(A)

c—FE+4

podemos majorar o resultado da soma definindo & =e , Ou seja

Yz < -
vel'(A)
se £ > c+ 5, temos que
1 1 1
< < 0.019 < =.
et —¢ et —el 2

A estimativa da soma sobre o modulo das atividades é dada por
£
> <IAlZ (4.20)
yeT(A)

Agora considerando os termos com X = vy, -,y € Cy, com k > 2

[nz| =} Z \X\' = ‘|X\' " | (4.21)

k XeCy k XeCy

usando P2 temos que

P% T(X By
Sy e S B e an

k XeC kE XeC, ToyeXx
onde 7(X) é o namero de grafos do tipo arvore em X. Podemos reescrever
a coma sobre X € Cj em uma soma sobre os polimeros v, -+, v € Cy

fixando o pontos base x; € suppvy;.
2= 2 S22l ) X Nl Niews ul)
XeCr  Amvk}eCy [v1] vk 1€M TEEVK

Logo podemos usar o bound P1, de forma que

Z Z Z Z (w1, ) - N(g, [2]) Z Z Z Z Hecm

Il [ve| 1€ TREWR 71| k| T1€ET1 ®REVE @
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ds =1

ds=1

ds =

.xsey4 ’156}’4
P -
ds =1 d =2 - d3=1 d, =2 dy =1
Y€ x1€y2 X3 €72 x4 €2 Lo BEN
7
- o d, =3 d, =3
—_—
d =1 di=1
X1 €)2 X1 €2 X1 €y2
ds =1
o 5EYs ds =1
-
di=2 @~ 2o e N
.
Xg €y, N e X3€Y2 di=2 @~ ’d3=
|27 7
1 - 42 =3
! 1
1
di=1
X1 €)2 dy=1
X1 €)2

Figura 4.3: Esquema de como remover as ligagoes do grado tipo arvore.

Suponha que os polimeros 7; e 7; se intersectam, a soma sobre os pontos
bases de z; de 7; é limitada por |y;|. Como +; pode interceptar outros
polimeros, podemos escolher qual polimero vamos usar de referencia para
os pontos bases. Dado X € Cj podemos escolher um grafo em arvore para
X com namero de coordenacao d;. A partir disso, atribuimos os pontos
bases para cada vértice com d; = 1 esta contido no volume ao vértice que
estd ligado no grafo. Em seguida removemos essa aresta e vértice do grafo e
seguimos 0s mesmo processo para os outros vértices com d, = 1 até sobrar
um unico vértice. A figura 4.3 mostra esquematicamente como realizar esse
processo. Para um grafo de k vértices e nimeros de coordenagao dy, - - - , dk.

A restricao dos volumes dos pontos bases é limitada por

d;

Y

k
Al H i
i=1
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portanto a soma )y, ¢ limitada por

OOl g (k —2)! (e
Z o He Ehl < Tw Ze (B )Ivlwelwl : (4.23)

XeCy, ToeX I

podemos agora realizar a soma sobre |7|

+oo e(E—c—1)

E 6—(E—C—1)W||7| = , (4.24)
(e(B—c=1) — 1)2

lvI=1

véalido para e~ <« 1= F—¢—1> 0= E > c+ 1, portanto a soma

para k > 2 é

Z:Z:thIIeEw<VWx+u—xﬂm1—@) (4.25)

k XeCy yeX

(B—c—1) . .
onde z = ——— . A soma em k s6 é valida se
(e(E—c—l)_l)

6(Efcfl)

(e(E—c—l) —-1)

2<1::>E>c+1+1n<

3+5
5 .

Juntando a contribuicao dos termos de C; e Cy>5 temos que

1 6—(E—c) 6E—c—l eE—c—l eE—c—l
—|InZ] < l-———— ||l - ——— ].
\AI| nZl < gz = (Bt _1)2 (F—1_172) (eF—c-1 — 1)

(4.26)

Portanto, a densidade de energia livre pode ser somada e seu tamanho é

finito e convergente. ]

4.3 Expansao em polimeros para o CW

Uma tentativa para lidar com a nao existéncia da funcao de particao é
introduzir um termo na hamiltoniana que penalize grandes alturas, limitando
o numero de configuragoes. Adicionando um termo de carater gravitacional

g >, hi, a Hamiltoniana se torna
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H(h) = Z J|hi = hig1| = Kon, o + ghi. (4.27)

A modificacao na Hamiltoniana implica diretamente em modificar a fun-

¢ao de particao

7 = Z w‘hi_hi-&-l',{&hi,ophi? (4.28)
h17h27...

onde p = e P9/2. Podemos reescrever a equacio 4.28 agrupando as contri-

buigoes das configuragoes com a mesma altura minima.

Exemplo 2. Para um caso 3 sitios

+oo +00 400
Zo(k) = K + 3K? Z W o 1 3k Z Z whwlh =Rl ph gt
h'=1 h=1 h'=1
e paran > 1
+o0 +o0 400
Zn}l(/{/) :p3n <1+32w2h ph +3zzwhw|h—h|wh phph> :,OgnZO(]-)
h'=1 h=1 h'=1

A fungao de particao pode ser escrita dependendo somente de Zy(k) e

Zy(1)
7 = Zo(k) + Zy(K) + Zo(K) + ... = Zo(k) + p* Zo(1) + p° Zo(1) + - - -, (4.29)

colocando Zy(1) em evidéncia temos uma série geométrica para p, realizando

a soma da série geométrica temos

Z = Zo(r) + Zo(1)5 r pt (4.30)

Para um caso geral com N sitios, temos a fungao de particao

N
N N P
ZMN = zN (k) 4 Z )(1)m. (4.31)
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O método de encontrar relagoes de recorréncias entre os autovetores
da matriz de transferéncia considerando a funcao particao modificada nao
é suficiente para mostrar a convergéncia da energia livre, perante a essa
dificuldade vamos aplicar a expansao em polimeros no modelo Chui-Weeks.

Definimos um polimero para o CW a sequéncia de pelo menos 1 sitio com
h > 0. Dois polimeros se intersectam quando compartilham pelo menos um
ponto do suporte. Para o mapeamento do CW, precisamos definir outras

nogoes geométricas dos polimeros, sendo elas
e |y| = volume do polimero, nimero de quadrados que o compoe;
e 7 = suporte do polimero, quadrados que compoe sua base;
° |Z| = volume do suporte, numero de quadrados do suporte;
e () = rugosidade, nimero de vezes que a altura muda dentro de um polimero .

A figura 4.4 mostra um possivel polimero, onde, |y| = 7, os pontos do suporte

sao os quadrados listrados, |y| =4 e r(y) = 5.

GHHH

Figura 4.4: Exemplo de possivel polimero
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A atividade associada a cada polimero do CW é definida por

2(7) = pll Rl @), (4.32)

para estudar a convergéncia da expansao para o modelo CW, temos que
adaptar as estimativas de entropia e energia mostradas nesse capitulo. Para
adaptar P1, em vez de limitar o nimero de polimeros N (z, |y|) vamos definir
N(z,]vl, |v]), sendo o ntimero de polimeros de suporte |y| com volume || que
intersectam o ponto x e definido da seguinte forma.

(|9 =1)!
=Dy = D!

Para um exemplo com [y| = 2 e |y| = 4 que passam por um ponto z, temos

N(z,2], 4|)—2(;l_1):6.

Observe que a figura 4.5 mostra quais sao os possiveis polimeros com |y| = 2

Nl =1l (221 ) =i (1.33)

v —

e |y| = 4 que passam por um ponto x marcado em vermelho.

L

Figura 4.5: Possiveis polimeros com |y| = 2 e |y| = 4, que intersectam o
ponto x marcado em vermelho.
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A adaptacao da estimativa P1 pode ser definida como

o7 [v]—1

) =) Nl ) = z<n+1>(|vly;1>pnq|7|1n

1 n=0
|1| p:q:l

Podemos separar a ultima em duas somas, tal que

Iyl=1 ] -1 Iyl=1 ] -1
3 n( . )p”q”‘l‘” + Y ( N >p"q'7'_1_" :

note que

S NG L) = pp+ g+ (p+g)h!

=q=1
_ ohl2(y] 4 1) < e, e

Aplicando o logaritmo nos dois lados da igualdade, determinamos uma rela-
cao para c

-2 1
il In2+ —In(ly|+1) <ec

kel kel

A figura 4.6 mostra a fungao f(v) = % In2+ % In(v + 1), onde v representa

In (2072 (]| + 1)) < ely| =

o volume do polimero, usamos o valor maximo de f(v) nos inteiros positivos
a fim de escolher o valor adequado dado por ¢ = £1n2+ §In(10).

O bound P2 pode ser adaptado dependendo somente do volume fixando
7(7) = 2 e |y| = 1 sendo os menores valores possiveis, que implica na maior

atividade possivel.
z2(y) = li"llpmw’"m < /f_lphle <e P, (4.34)

Para encontrar uma relagao para E, basta tirar o logaritmo dos dois lados,

portanto

2
— —Inw, (4.35)
il

na medida em || cresce, ﬁ Ink e % Inw vao para zero. Sobrando somente

E=—lInp.
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Fungao f(v) com maximo em v=9 (f(v) = 0.7950)

0.80
Maximo: 0.7950

0.78

0.76

Detalhe: pontos 8, 9 e 10

0.795
0.794 =

= v)=0.7950
v=8 flv) V=10

0.74 1

f(v)

0.72 4

0.793 4 flv)=0.7945 flv)=0.7943
0.70 7
0.792 4
0.791 4
0.68 q
0.790 T T T T T
7.5 8.0 8.5 9.0 9.5 10.0 10.5
0.66 1 —— Funcdo continua
Valores inteiros
10 20 0 40 50

Figura 4.6: Grafico da func¢do f(v) = =2In2+ % In(v + 1) mostrando que a
funcao tem um méximo local para v > 1. O inset mostra que o maior valor
que esta funcao atinge nos inteiros positivos ocorre em v = 9

O valor maximo de p é determinado a partir de £ > ¢ + 5, que garante a

convergéncia da expansao em polimeros. Logo

p < (4.36)

25108¢e5

Lembrando que p = e #9/2, portanto
g~ 11.6kT

A dependéncia de g com a temperatura é esperada visto que quanto maior for
a temperatura, maiores serao as flutuagoes térmicas na energia. Idealmente
deveriamos ter g pequeno, o que mostra que os limites que tomamos para
a energia estao longe dos otimais. A partir disso, podemos propor melhores
cotas superiores que nao dependam somente do volume do polimero. Por-

tanto, podemos definir uma estimativa que dependa também do tamanho do
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suporte do polimero, de forma que
2(7) < PN lew? < phl =12, (4.37)

Outra estimativa pode ser feita considerando simultaneamente o tamanho do

suporte |y| e do volume |v|

lod
2(y) < pMi B (4.38)

de forma que suavize a superficie distribuindo o polimero sobre o suporte,

como esta ilustrado na figura 4.7

Figura 4.7: Distribuicao da superficie sobre o suporte.






Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho estudamos o modelo de Chui-Weeks (CW), um exemplo
significativo de sistema unidimensional (1D) com interagoes de curto alcance
que apresenta uma transicao de fase entre estados com superficies lisas e
rugosas. Ressaltamos a importancia geral dos sistemas unidimensionais para
a fisica matemaética, pois permitem resultados analiticos exatos e oferecem
insights relevantes para fenémenos fisicos mais complexos e realistas.

Embora o modelo CW exiba claramente essa transicao de fase, verificamos
que sua funcao de partigao original nao estd adequadamente regularizada,
resultando em divergéncias mesmo em volumes finitos.

Por meio do método da matriz de transferéncia, determinamos o espectro
associado ao modelo CW. Observamos explicitamente a presenca de um au-
tovalor dominante separado do restante do espectro continuo, o que evidencia
claramente a existéncia da transi¢ao de fase no modelo.

Para lidar com a divergéncia da funcao de particao, exploramos duas
estratégias distintas de regularizacao. Primeiro, implementamos uma regula-
rizagao por truncamento das alturas na matriz de transferéncia, revelando a
nao uniformidade do espectro e confirmando novamente a transicao de fase.

Como alternativa, introduzimos um potencial de carater gravitacional
na hamiltoniana, de forma que dificulte o crescimento da superficie. Para

tratar a convergéncia da funcao de particao modificada, propusemos o uso da

ol
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expansao em polimeros, uma técnica matemaética robusta que permitiu con-
trolar rigorosamente as divergéncias da func¢ao de particao. Demonstramos
explicitamente as condi¢oes sob as quais a expansao em polimeros converge
absolutamente.

Desta forma, nossos resultados destacam a importancia de abordar cui-
dadosamente singularidades matemaéticas em modelos fisicos, ampliando a
compreensao sobre transicoes criticas e os limites dos teoremas classicos da
mecanica estatistica. Para trabalhos futuros, sugerimos investigar qual é a
funcao de distribuicao exata que descreve o espectro da matriz de transferén-
cia, além de buscar uma melhor estimativa para a atividade dos polimeros

no modelo CW, aprofundando assim a anélise realizada.
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